LOS NUMEROS REALES

CA Y CONJUNTOS, NUMERQS REALES UNIDAD 1

Para los griegos, los
numeros irracionales eran
considerados cantidades
inconmensurables (que no
se pueden medir). Sin
embargo, fueron los
pitagoricos quienes
consiguieron representar
con ayuda de la regla y el
compds, sobre la recta,
ntimeros como /2 y V3.

En los cursos anteriores se han estudiado los conjuntos numeéricos. Asi,
se definieron los conjuntos N de los ntimeros naturales; N, de los ntime-
ros naturales y el cero; Z, de los nimeros enteros, y @, de los niumeros ra-
cionales, como sigue:

N={1,2,3.5Ny,=1{0,1,2,3, ..}
Z={. -3,-2,-1,0,1,2,3, ..}
@={%/aez,bez,b¢o}

Ademas, los nimeros del conjunto @ se pueden representar, en forma de-
cimal, conformando una clasificacién importante:

finitos puros

Decimales < periédicos
infinitos mixtos
no periédicos

Dentro de esta clasificacién, llaman particularmente la atencién los deci-
males infinitos no periédicos, pues estos niimeros no tienen una repre-
sentacion de la forma %, representacion racional; por esta razén estos deci-
males forman el conjunto de los nameros irracionales, notado con la letra I.
Algunos ntimeros irracionales son: V2= 1,4142...,w = 3,1415... entre otros.

/ El conjunto de los niimeros racionales Q unido con el conjun-
to de los nuimeros irracionales |, forma el conjunto de los nii-
meros reales R.

Asi,
R=QuUl

Los numeros reales se pueden representar utilizando puntos sobre la rec-
ta real, de modo que a cada nimero real, a, le corresponde exactamente
un punto de la recta, y a cada punto P, en la recta, le corresponde un na-
mero real a.

A esto se le llama correspondencia uno a uno o correspondencia biunivoca.
En la siguiente recta real se pueden observar algunos ntmeros reales.

numeros reales
positivos

numeros reales
negativos

'
N
1

B =
N
w
EN
N
%}
o>
(=]

Al representar una mayor cantidad de nimeros reales en un intervalo, se
puede observar, informalmente, que entre dos nimeros reales siempre va
a ubicarse otro nimero real. A esta propiedad se le llama densidad.
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Intervalo @3.1 DESIGUALDADES EN R o
0 pareja ordenada

El intervalo abierto (a, b) , Intervalo

utiliza ka misma notacion Un intervalo es un subconjunto de los ntimeros reales.
que la pareja ordenada

(a, b). No obstante, siempre
debe quedar claro, a partir * Intervalo abierto: (a, b)

del contexto de un Notacién de conjuntos: {x € R/a < x < b} (figura 1)

problema, si se esta s " '
hablando de un intervalo o Representa todos los nimeros reales que estdn entre a y b sin incluir a a

de una pareja ordenada. yab.

Los intervalos se clasifican en:

* Intervalo cerrado: [a, b]
Notacién de conjuntos: {x € R/a < x < b} (figura 2)

e ——

# . Representa todos los numeros reales que estan entre a y b incluyendo a a
Figura 1 yab. '
* Intervalos semiabiertos: (a, b]o [a, b)
. . Notacién de conjuntos: (a, b] = {x ER/a <x <b}[a,b) ={x ER/a <x <b}
Figura 2 (figura 3)
Representa todos los niumeros reales que estan entre a y b incluyendo aa
oab. -
4 2 * Intervalos infinitos:
o b Notacién: (a, ®) = {x € R/x > a}; Grafica: o
a
Figura 3

Representa todos los niimeros reales mayores que a.

Notacién: [a, ») = {x € R/ x = a}; Grafica: .
a
Representa todos los nimeros reales mayores que a incluyendo a a.

Notacion: (—«, b) = {x € R/ x < b}; Grafica: < o—

Representa todos los niimeros reales menores que b.
Notacién: (==, b] = {x € R /x < b}; Gréfica:

o

Representa todos los nliimeros reales menores que b incluyendo a b.

/ El intervalo (—=, ») representa el conjunto de los niimeros rea-
les R y corresponde a toda la recta real.

Actualidad

Los simbolos = y —= no Operaciones con intervalos
representan numeros; son
simplemente simbolos que
nos recuerdan que el
intervalo continua por

Como los intervalos son subconjuntos del conjunto de los ndmeros rea-
les, entonces las operaciones unién, interseccion y diferencia también es-
tan definidas en dichos subconjuntos.

siempre, aumenta o Por ejemplo, los intervalos (=5, 0] U (2, «) corresponde a todos los nu-
disminuye sin fin. Por lo meros reales entre —5 y 0, asi como los nimeros reales mayores que 2.
tanto, siempre se escribe e .

i = Graficamente: : .
un paréntesis junto al & 5 5

simbolo .
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Propiedades de las
1. Sia < b, b < ¢, entonces
a<c
2. Sia <b, entonces
a+c<b+cy
gt <=bi=c

3. Sia<byc>0, entonces

ac<bcy3<g

@5 iNe
4. Sia<byc <0, entonces

ac>bcy1>—b—

¢ c

LOGICA ¥ CONJUNTOS. NUMEROS REALES

Inecuaciones

/ Una desigualdad en donde intervienen una o mds variables,
se conoce con el nombre de inecuacion.

Resolver una inecuacion es hallar los valores de la variable que hagen cier-
ta la desigualdad. Al conjunto de dichos valores se le llama conjunto so-
lucién.

Por ejemplo, la desigualdad x + 3 < 7 — x es una inecuacion.

Al resolver esta inecuacién se obtiene la expresién x < 2, es decir, el con- -
junto soluciéndex +3 <7 —xesS={x eR/x <2}.

Esta solucién esta representada por el intervalo (=, 2).

Graficamente:

Inecuaciones cuadraticas

Una inecuacién cuadratica es una desigualdad que, simplificada, tiene la
forma: : '

ax? +bx +¢>0 ax? +bx+c=0
ax? +bx +¢ <0 ax? + bx +¢ <0
| | Ejemplo
Hallar el conjunto solucion de cada inecuacion.
(x+ 23 —x

Comportamiento
de la inecuacion
(x —3)x+2)<0enlos

intervalos definidos en los
casos 1y 2.

(== -2)] (=23 [B, =)

(x —3)  |Negativo|Negativo| Positivo

(x+2) |Negativo| Positivo |Positivo

(x — 3){x + 2) | Positivo |Negotivo|Positivo

(- 3+ 2 <0

Cx+ )+ >0

a X -x—6<0

Solucion

a. Al factorizar la expresion se tiene que
2 —-x—-6<0=>Kx-3Kx+2)<0
Como el producto (x — 3)(x + 2) es menor que cero, se dan dos casos.

® Caso1.(x—=3)>0A[x+2)<0

xf3>0 x+2<0
x>3 X< — 7
o (3, =)
3
) S Solucion caso 1§
._% (—e0, —2)
® Cas02.(x—3)<O0ANAXx+2)>0
x= 3= x+2>0
x<3 x> —2
T < [_Oou 3]
3
: * Solucion caso 2 (=2, 3) ,
- (~2, )

£2

UNIDAD 1



La solucion de la inecuacion es la union de las soluciones del caso 1y el caso 2.
Solucion: $ U (—2,3) = (—2, 3)
(x+ 23 — x

=0
(x+ 1)x2 +1)
Es importante tener en cuenta que en la expresion

T (x+ 102 + 1) % 0

Como el producto es mayor que cero se presentan dos casos.
e Casol.(x+2)B—9=0Ax+ 1) +1)>0

En cada una de las inecuaciones dadas en este caso se presentan, a su vez,
dos casos mas, asi:

Caso 1.1
{x+2=2=0N\NB-x=0 Vv {x+2)<0AN[(B—x =<0}
xz-2N3=2x \V x=-2N\3=x
[-2 %) N (=%,3]=[-23] (o, —2]N[3,) = §

*

3

3 3

Solucion caso 1.1:[—2,3] U ¢ = [—2, 3]
Caso 1.2
{x=1>0ANAK+1)>0 v {x+1)<0ANAK +1) <0}

La expresion x? + 1 siempre es mayor que cero, luego, la solucion en
x>+ 1>0es(—% ) ylasolucionen x + 1 <0es§

x+1)=0AK+1)=0 \/ (X+1]<Q/\(x2+1]SO
x=—1 x < -1

(=1, ) N (=2, %) = (=1, ] (o, =1)N§=¢

L i P
1 1

Solucion caso 1.2:[—1,0) U § = [—1, »)

Solucion caso 1: [—2,3] N (—'1, ) ==, 3]

By =) A 3
En conclusion, la solucion del caso 1 es el intervalo (—1, 3].

* Cas02. (x¥ 2B - XN<0AKx+ 1N+ 1)=<0

Realizando un proceso similar al efectuado en el caso 1, se obtienen las
soluciones de los casos 2.1y 2.2:

i
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LOGICA Y CONJUNTOS. NUMEROS REALES |

Solucién caso 2.1 (—eo, —2] U (3, =)
Solucion caso 2.2 (—eo, —1]
Solucion caso 2 {(—o, —2] U (3, )} N (=0, —=1] = (—o», —2]

En conclusion los valores para los cuales la expresion

(x +2)(3 - X - *
x+ 10 +1)

Se encuentra en la union de los intervalos solucion de los casos 1y 2.

Solucion (—o0, —2] U (=1, 3]

LJ Pra’ ctfc a 6 :.TmmEAlzvi ’morgsmw 5;@.&;&{:1”1\»}
I. Dados los siguientes intervalos: : C 55X+ 2>3x—1
A=[-53),B=(-35yC= (- 2) L d 4x+6<2x+6
Realizar las operaciones indicadas y escribir los interva- s £=3 .5 %  BELA
los resultantes. : 3 4 12 15
: -3
a. AUB f. B—A k. BAA Lt . A=t QU
b BUC g C—A L AAC 3
¢ AUC h. (BUA -C mBAC i 9 SX—A4<3Ix<Lx+]
d ANB8 L (AUQ -8B n (B-0 h. 9x —2<8x>3x+2
& BNE . (AuBUC oo (AUQ"
_ ;L >3
2. Escribir intervalos Ay B tales que el resultado de reali- .
zar la operacion indicada entre ellos, sea el intervalo : ). 8x T 4>2x+10>5x—4
que se muestra en cada grafica. %4 B
: ko 2< <5
a. AUB
7 -6-5-4-3-2-1012342567 89 Ix+3  Ix+8
: , <=
b. BNA s 3
765432—1‘0 ‘123451“6‘78>9
i 4. Resolver las inecuaciones;
c. A—8B
e S o ML 563 8 0 a X +2x<3 h. 3x+ 3)x+ 1)x—2)>0
d. (B— A | L b #-8<X L 03+ 2)Bx—4—)>0
-7 6-5-4-3-2-101 23 456 7 89 C. 3X2—10X$O i [X+1]4$[X+1)2
e (AN d. 6x2 — 5 < x k. —2x+22x—-5=0
-7 6 -5-4-3-2-10 123 456 7 89
L e x-6x=-8 L Bx+1k+2x-1)=<0
3. Hallar el corijunto solucion de las siguientes inecuacio- _ 6 5
nes en R. f. =2 m. — »>—2=0
f X+ 4 ¥x=1 x-1
a x—2<8 2
: +4x+ 4 36
— ; . n Ix—fs=sd———
b. x—3<2x+ 38 i g DL T 3x + 4




@ 3.2 VALOR ABSOLUTO

/ Se llama valor absoluto de a al niimero no negativo, simbolizado
la| que cumple:
asia>0
la|=[—a si a/'<0
0sia=0

Ecuaciones con valor absoluto

Para solucionar ecuaciones con valor absoluto se utilizan las siguientes pro-
piedades:

° Lx|=a<:>a20,/\,x=a,\/,x=—a

o Lx|=|a\<:>x=a,\/,x=—a

| Ejemplo |
Hallar los valores de x que satisfacen las siguientes ecuaciones:
a. [3x—7/=12 b. 3x—5=7—-x e x—2/=1[3-24
Solucion

a. Siendo 12 > 0, se cumple la primera propiedad.

Ix—7=12 ) Ix—7=-12
U U
(=19 5 (=5
3 3
Luego, los valores de x que satisfacen la ecuacion son: {%, —%}

b. 3x—5=7—x
Como el valor absoluto siempre es un niimero positivo o cero, necesariamente
7 — x = 0. Asi, la ecuacion se cumple si se presentan tres condiciones:
' 7-x20 y 3x—5=7—x 0 3Ix—5=-7+x
x<7 y x=3 6 x=-1
Luego, la solucion es la interseccion de la desigualdad y los valores de x.
xeR/xs71n{-1,3}={-1,3}
e |x—2/=1[3-24
Solucion
k-2 =3—24ex—-2=3-2x6x—2=—3 —2x)<:>x=§c')x= i

Propiedades de

las inecuaciones

luego, la solucién es el conjunto {%, 1}
con valor absoluto

. "
K<ae*asx<acona=0 Inecuaciones con valor absoluto
|x1>a(:)x>aoxs—a

En la solucién de inecuaciones con valor absoluto se deben tener en cuenta
las propiedades que se mencionan a la izquierda.

25

I < |a| & x? < a2
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LOGICA Y CONJUNTOS. NUMEROS REALES

| Ejemplo
Determinar el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones. Luego,
representar graficamente la solucion.
a. [2x-3<3x-8 b [5-34>2+6 o [5x—3<[ox+5
Solucion '
a. Aplicando la primera propiedad, se tiene:
2x—3/<3x—8e —(Bx—8)<2x—-3<3x—8 y 3x—8=0

—3x+8<2x—3=<3x—8 y xZi
3
Para analizar la expresion —3x + 8 < 2x — 3 < 3x — 8 se separa la inecuacion
en dos inecuaciones.

—3x+8=2x—3 y 2x—3=<3x—38

UNIDAD 1

X &= x=5
5
En conclusion, la solucién de [2x — 3| < 3x — 8 esta formada por
1 8
X=— y x=5 'y X=—
5 : 3
e)olse)ofg)-eo)
5 3
Graficamente > " o
1 8
5 3 5

b. Aplicando la sequnda propiedad,

|b—3d>2x+6&5-3x>2x+6 0 5—3x<—(2x+6)

x<-L 6 x>
5
En conclusion, la solucion de |5 — 3x| > 2x + 6 esta formada por

x<—l(')x> 1
5

(=3fofn

Graficamente

4

" ¢. Aplicando la tercera propiedad,
|5x - 3| <[3x + 5| (5x — 3)2 < (3x + 5)?
& g —
5
Luego, la solucion es [—1; 00)

Graficamente

|
m[—- L ]

-




| @ wceeneramva @0 pROPOSTVA ) ARGUMENTATIVA

&J Practica 7
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Hallar el conjunto solucion de cada ecuacion.

a. |x+3l=4 folq—1]=]2x+2
b. |2x—1|=5 g [2x—3—-1=[x-3 !
¢ PBx—2=x+1 h x—5+6—4x=2 i
d 2+x+4=5x+2 i |x+2+4=|x+3|
;4x+6:2 i M'=4
xt+4 2%+ 3

a. [x—5<d=pBx—15<e
b x—2/<s=lax—8 <e
c x—6<d=[6x—36<e
d [x=1<8=[x—5<e

. Hallar el conjunto solucidn de cada inecuacion.

. |x—1 .3

l2x + 3/ < 5

. |ax + 6/ > 12

; \x+8»<|3x+5\

7x + 6/ <|2x — 1

Ix+ 2/ + 24 <5

=8 . 1

|2+ x 8

. lx+4l—[x—5|$1
X =]

i.x2—2|+xS3

X+ 2

S~ o N o ©

o

=

. Relacionar cada inecuacion con su respectiva solucion

grafica.

a. . (Jx+2[=5
5-4-3-2-10 12 3 465 6 7

b. S — () k=1]<3
5-4-3-2-101T23 456 7

¢ — () M<3
-5-4-3-2-10 2 3 4 6 7

i o \ — () [2x+1| =1

5-4-3-2-101 23 45867

. Para cada caso encontrar 8, que depende de €, tal que:

wn

- (J3—2x<1

-§48-7'-6-5-4-3-2-10 123 4 § 6 7

f. () x—1>2
-5-4-3-2-101 2 3 456 7

. El valor absoluto de un numero real x se puede definir

también como

X = Vi

Utilizar esta definicion para demostrar que |x — 2| < |x|
tiene solucion x = 1.

. ¢Qué valores debe tomar x. para que la expresion

= L esté definida? ;Por que?

Cx = x

. Demostrar que:

Si | x <1, entonces, VSO - D - éx+ %5 & 7

2 4

. Resolver los siguientes problemas.

a. La necesidad diaria de agua calculada para cierta
ciudad esta dada por

lg — 3.725.000] < 100.000

donde g es el numero de galones de agua utilizados
por dia. Hallar la mayor y la menor necesidad diaria
de agua.

b. El peso p de tres cuartas partes de los tarros de ca-
fé llenadas por un procesador de alimentos satisfa-
ce la desigualdad. :

p— 161

0,05
donde p se mide en onzas. Determinar el intervalo

en el cual se halla p.

=1

c. Se especifica que una parte exacta de un motor pe-
quefio tiene un diametro de 0,623 cm. Para que la
parte encaje correctamente, su diametro debe estar
a 0,005 cm del diametro especificado.

Escribir una inecuacion con valor absoluto que tenga
como solucion todos los diametros posibles de las par-
tes que encajaran. Luego, determinar esos diametros.

d. En cierta ciudad la temperatura t (en grados) esta
dada por la formula

3t—15/< 10

Determinar entre que rango se encuentra la tempe-
ratura de esa ciudad.

o
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